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Abstract
This article deals with the study of electromagnetic waves equa-
tions and the Lorentz condition, as emergent properties of Maxwell’s
system. To do this, the wave equations and the Helmholtz equation
are first deduced. Using the displaced Dirac operator, which is closely
related to the main vector calculation operators, it is possible to es-
tablish a direct connection between the solutions of the Maxwell time-
harmonic system and two quaternion equations. Also, the application
of the Lorentz condition to transform the time-harmonic Maxwell sys-
tem into a simple quaternion equation based on the scalar and vector
potentials is exposed.
Keywords. Maxwell system, Emerging Property, Wave Equation,
Lorentz Condition, Dirac operator.
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1 Introduccio´n
El concepto de emergencia tiene su origen en 1862, cuando en el libro “A
system of logic”, del filo´sofo ingle´s John Stuart Mill, aparece la idea de que
la interaccio´n y yuxtaposicio´n de las partes que conforman un sistema, re-
sulta insuficiente para entender y explicar las propiedades del sistema. El
nombre del concepto se deriva de “emergere”, que en lat´ın significa “salir
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de”, y se atribuye a los filo´sofos brita´nicos Samuel Alexander, Conwy Lloyd
Morgan, entre otros [1,2]. Fue a partir de 1920 que se desarrollo´ una variante
del enfoque reduccionista de la evolucio´n cultural, denominada la “filosof´ıa
emergentista”.
La Ciencia de la Complejidad presenta distintos or´ıgenes en muchas disci-
plinas, lo que ha llevado a “una metodolog´ıa interdisciplinaria para explicar
la emergencia de ciertos feno´menos macrosco´picos a trave´s de las interaccio-
nes no lineales de los elementos microsco´picos” [3]. Dependiendo del a´rea,
es posible encontrar varias definiciones de emergencia, pero en general, el
te´rmino “propiedad emergente” hace alusio´n a cierta propiedad del sistema
que difiere de la propiedad de cada componente individual y que resulta de
las interacciones de tales componentes. No resulta fa´cil predecir estas propie-
dades utilizando los componentes del sistema y sus propiedades, adema´s que
desaparecen cuando el sistema se reorganiza o descompone [4].
Segu´n el autor de [5], no existe un consenso sobre el concepto de emer-
gencia, e´ste no es compatible con el enfoque tradicional de la ciencia y hasta
hoy no existe una justificacio´n apropiada para el proceso de emergencia. No
obstante, el concepto de emergencia reaparece frecuentemente a partir del
siglo XIX. La emergencia implica un cambio de paradigma, y su aprobacio´n
por la comunidad cient´ıfica resulta un importante desaf´ıo epistemolo´gico.
Tambie´n en [5] se describe y analiza el concepto de emergencia con cierto
rigor y profundidad, y se investiga su relacio´n con diferentes a´reas de la cien-
cia. De igual modo, se analizan conceptos vecinos fundamentales que ayudan
a complementar la emergencia, y ofrecen algunas aplicaciones actuales que
resultan muy u´tiles al resolver problemas de gran complejidad, adema´s de
permitir una mejor comprensio´n de Sistemas Complejos del mundo real.
En 1972, el f´ısico Philip Anderson, publico´ el trabajo “More is Different”
con lo que devolvio´ el emergentismo a la mesa teo´rica, abordando e´ste de
una manera concisa, al observar que en cada nivel de complejidad aparecen
propiedades nuevas [6]. Los feno´menos emergentes aparecen en las distin-
tas a´reas de la ciencia. En F´ısica, al colocar un ima´n en la direccio´n de otras
sustancias meta´licas, se produce un efecto emergente magne´tico que es conse-
cuencia del feno´meno del electromagnetismo; so´lo en el interior de los campos
ocurre el efecto magne´tico. Existen muchos otros trabajos donde se estudia
la emergencia en F´ısica, ver por ejemplo [7–9].
El art´ıculo se enfoca en el estudio de ciertas propiedades emergentes en
el electromagnetismo, para ello se presenta la deduccio´n de las ecuaciones de
ondas electromagne´ticas y la condicio´n de Lorentz como propiedades emer-
gentes del modelo del electromagnetismo dado originalmente por Maxwell.
Adema´s, haciendo uso de herramientas matema´ticas, en particular del Ana´li-
sis Cuaternio´nico; y de las relaciones entre los campos electromagne´ticos y
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los potenciales escalar y vectorial, se llegara´ a dos reformulaciones diferentes
del sistema de ecuaciones de Maxwell tiempo-armo´nico. Lo anterior evidencia
la aplicacio´n e importancia de las propiedades que emergen en los Sistemas
Complejos al ser considerados de manera global y no cada elemento de ma-
nera individual, como es el caso de las ecuaciones de ondas y la condicio´n de
Lorentz en el sistema de ecuaciones de Maxwell [10].
La estructura del art´ıculo es como sigue: la Seccio´n 2 muestra algunos
elementos ba´sicos de Ana´lisis Cuaternio´nico que sera´n utilizados en el traba-
jo. La Seccio´n 3 describe conceptos generales sobre la emergencia. Ejemplos
sobre la emergencia en F´ısica, y en particular en el electromagnetismo, son
incluidos en la Seccio´n 4. Adema´s, en esta Seccio´n se ilustra la deduccio´n y
aplicacio´n de las dos propiedades emergentes objeto de estudio. Finalmente,
en la Seccio´n 5 unas breves conclusiones.
2 Bases del Ana´lisis Cuaternio´nico
El Ana´lisis Cuaternio´nico fue iniciado por Rudolf Fueter en [11]. Luego, otros
autores se interesaron en establecer nuevos enfoques para desarrollar las ideas
ba´sicas de esta teor´ıa [12–14].
Sea H(R) el cuasicampo de los cuaternios reales y sean e0 = 1, e1, e2, e3
las unidades cuaternio´nicas que cumplen con las reglas de multiplicacio´n:
eiej + ejei = −2δij, i, j = 1, 2, 3,
e1e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2.
Para cada cuaternio a = a0 + ~a =
∑3
j=0 ajej, a0 := Sc(a) se denomina
parte escalar mientras que ~a := V ec(a) es la parte vectorial del cuaternio a.
Si Sc(a) = 0, el cuaternio es denominado puramente vectorial y se identifica
con el vector ~a = (a1, a2, a3) del espacio R3. La multiplicacio´n de dos cua-
ternios arbitrarios a, b puede ser escrita considerando sus partes escalares y
vectoriales, como sigue:
ab = a0b0 − ~a ·~b+ a0~b+ b0~a+ ~a×~b.
Aqu´ı y en adelante, ~a ·~b denota el producto escalar y ~a×~b denota el producto
cruz usual, ambos en R3. El a´lgebra de los cuaternios complejos, la cual se
denota por H(C), resulta de considerar cuaternios cuyas componentes son
todas nu´meros complejos. Consideraremos funciones definidas en conjuntos
abiertos de R3 y tomando valores en H(C). Estas funciones pueden escribirse
como u =
∑3
j=0 ujej, con uj tomando valores complejos. Si las funciones
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componentes de la funcio´n u son continuas, diferenciables, etc., las funciones
u sera´n, por definicio´n, tambie´n continuas, diferenciables, etc.
Sea el operador de Dirac D (Moisil-Teodorescu):
D =
3∑
j=1
ej∂xj , ∂xj =
∂
∂xj
.
Es conocido que D2 = −∆, el negativo del Laplaciano en R3. Una funcio´n
u H(C)-valuada, definida y diferenciable en un abierto Ω ⊂ R3, se denomina
hiperholomorfa en Ω si y so´lo si Du = 0 en Ω.
Si u =
∑3
j=0 ujej = u0 + ~u, la accio´n del operador D sobre u se escribe
en forma vectorial como
Du = −div~u+ gradu0 + rot~u. (2.1)
El operador de Helmholtz resulta de gran importancia e intere´s, ya que
aparece en distintas aplicaciones en F´ısica. Para κ ∈ C, e´ste puede ser facto-
rizado como
∆ + κ2 = −(D + κ)(D − κ). (2.2)
Una funcio´n H(C)-valuada u se dice que es κ-hiperholomorfa en Ω ⊂ R3
si
Dκu := Du+ κu = 0 en Ω.
3 Propiedades emergentes
Muchos feno´menos que surgen en los Sistemas Complejos y adaptativos, son
llamados “emergentes” por los investigadores de Ciencias de la Compleji-
dad [15, 16]. La emergencia es el concepto que permite explicar el paso de
cierto tipo de organizacio´n a otra de mayor complejidad. Es decir, cualquier
tipo de organizacio´n emerge del nivel inmediato de complejidad inferior. La
complejidad conduce a formas eficientes para el ana´lisis de feno´menos pra´cti-
cos.
La emergencia y la complejidad se refieren al surgimiento de propiedades
y comportamientos de nivel superior de un sistema que obviamente provienen
de la dina´mica colectiva de sus componentes [17]. Estas propiedades no son
directamente deducibles del movimiento del nivel inferior de ese sistema. Las
propiedades emergentes en un sistema se definen como las caracter´ısticas que
no son posibles deducir al sumar cada una de las caracter´ısticas de sus com-
ponentes (Figura 1). En la actualidad, gran parte de los intentos para definir
el concepto de emergencia, se apoyan en el ana´lisis del cara´cter que presen-
tan las interrelaciones entre “las partes” y “el todo”; as´ı como el cara´cter
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de las propiedades que adquieren las “partes” y el “todo” [18]. Por ejemplo,
una mole´cula de aire no es un ciclo´n y una especie aislada no forma una
cadena alimentaria: los comportamientos emergentes suelen ser novedosos e
imprevistos.
Figura 1: Emergencia Global
Fuente: [19]
Bedau en [20], define tres tipos de emergencia. Una emergencia nominal,
cuando los “feno´menos emergentes a nivel macro dependen de los feno´me-
nos a nivel micro en el sentido directo de que los enteros dependen de sus
constituyentes, y los feno´menos emergentes son auto´nomos de los feno´menos
subyacentes en el sentido directo de que las propiedades emergentes no se
aplican a las entidades subyacentes”.
Por el contrario, en la emergencia fuerte las propiedades emergentes tienen
un poder causal irreducible en las entidades subyacentes. Es decir, feno´menos
emergentes (fuertes) logran adquirir capacidades causales novedosas, lo que
permite que los sistemas ejerzan algu´n efecto de arriba hacia abajo.
Segu´n la emergencia de´bil, caracter´ısticas siste´micas en el nivel “superior”
no son predecibles aun conociendo las leyes y caracter´ısticas que gobiernan
cada componente del sistema. Los feno´menos de´bilmente emergentes no son
fa´ciles de explicar y esencialmente necesitan simulacio´n para aparecer. As´ı
pues, todo tipo de emergencias de´biles se basan en la propiedad de “infra-
valoracio´n sin simulacio´n”. Adicionalmente, en [21] los autores distinguen la
emergencia fuerte de la de´bil: la primera no se puede deducir (ni usando le-
yes de bajo nivel) en tanto la segunda so´lo es no predecible, conocidos los
principios y propiedades de bajo nivel.
En [22] se hace mencio´n a las dos corrientes que estudian los Sistemas
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Complejos: reduccionismo y emergentismo. La filosof´ıa tradicional del reduc-
cionismo es “encontremos primero las partes y leyes ma´s fundamentales”. La
filosof´ıa complementaria, el emergentismo, es “descubramos primero co´mo
surge la complejidad en los Sistemas Complejos, co´mo surgen los feno´menos
macrosco´picos de las interacciones microsco´picas”.
Otra forma de entender ambas corrientes es la siguiente, en la visio´n re-
duccionista, un nivel de organizacio´n N cualquiera, se obtiene de una combi-
nacio´n aditiva o causal del conjunto de elementos en el nivel N−1 (sin ningu-
na adicio´n o diferencia), as´ı hasta obtener el nivel ma´s ba´sico, el u´ltimo, com-
puesto por las part´ıculas sub-ato´micas. Por el contrario, en el emergentismo,
de la combinacio´n del conjunto de elementos del nivel de organizacio´n N −1,
se obtiene un nivel de organizacio´n superior N , el cual posee caracter´ısticas
propias y autonomı´a. Ambas direcciones son importantes, el reduccionismo y
el emergentismo, e´ste u´ltimo ayuda a comprender la unio´n entre el comporta-
miento micro y macrosco´pico. Relacionar las acciones microsco´picas con los
flujos de informacio´n macrosco´picos, permite disen˜ar soluciones a problemas
reales [5]. El descubrimiento del a´tomo y otras part´ıculas fundamentales y
las teor´ıas correspondientes hicieron posible las Ciencias Naturales. Pero si
no conocemos que´ tipo de feno´menos macrosco´picos pueden surgir de estos
elementos microsco´picos, part´ıculas y leyes, entonces este conocimiento es
desarticulado y no coherente (Figura 2).
Figura 2: Reduccionismo y Emergencia
Fuente: [22]
El reduccionismo define las etapas y niveles principales, el emergentismo
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es el marco que describe la vida en diferentes capas. Ambas corrientes son
complementarias entre s´ı, el emergentismo necesita una base, y el reduccio-
nismo necesita conexio´n y coherencia: el emergentismo sin reduccionismo es
vago y poco claro, el reduccionismo sin el emergentismo no esta´ conectado y
no es coherente.
Con frecuencia, un cambio de escala causa un cambio cualitativo en el
comportamiento del sistema. Por ejemplo, cuando se examina una mole´cu-
la de agua, no hay nada que sugiera liquidez: una mole´cula de agua no es
fluida, un a´tomo de oro no es meta´lico [6]. Pero una coleccio´n de millones
de mole´culas de agua a temperatura ambiente es claramente l´ıquida y una
interaccio´n comu´n de millones de a´tomos de oro causa propiedades meta´licas.
Liquidez, superfluidez, cristalinidad, ferromagnetismo y conduccio´n meta´lica
son propiedades emergentes [23].
Otros autores proponen la siguiente definicio´n de emergencia: existen en el
sistema coherencias que surgen en el macro-nivel de manera dina´mica, como
consecuencia de las relaciones entre los elementos o partes en el micro-nivel.
Estos nuevos rasgos del sistema, exceden o van ma´s alla´ de sus partes o com-
ponentes individuales. Inexplicabilidad, irreductibilidad e imprevisibilidad,
son algunas de las caracter´ısticas principales de las propiedades emergen-
tes [24].
En la Teor´ıa General de Sistemas [25, 26], propiedad emergente significa
que, mediante arreglos espec´ıficos, un sistema exhibe propiedades o compor-
tamientos que ninguno de sus componentes posee. Quiza´s el ejemplo ma´s
simple y llamativo es el agua. Tanto el hidro´geno como el ox´ıgeno son gases
en su origen natural, pero al mezclarlos convenientemente, se obtiene una
sustancia l´ıquida: el agua [18].
Los conceptos de emergencia y auto-organizacio´n esta´n estrechamente
relacionados, tanto que la presencia de emergencia en el sistema, implica que
tambie´n exhibe auto-organizacio´n. El cambio entre las emergencias (desde
una simple a la ma´s compleja) se caracteriza por un feno´meno de auto-
organizacio´n, el cual siempre esta´ ligado al surgimiento de algu´n patro´n. Por
tal motivo, auto-organizacio´n se puede definir como el orden que se genera a
partir del desequilibrio en el macro-nivel (macrosco´picos) como consecuencia
de interacciones no lineales y colectivas de diversos elementos del micro-
nivel (microsco´picos) [21]. El nexo entre emergencia, complejidad y auto-
organizacio´n, se establece como sigue: la emergencia son feno´menos que se
presentan en los Sistemas Complejos y pueden ser positivos o negativos.
La auto-organizacio´n es un feno´meno emergente positivo utilizado por los
Sistemas Complejos, por tanto, la auto-organizacio´n indica un tipo espec´ıfico
de emergencia [5].
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4 Propiedades emergentes en F´ısica
Para Robert B. Laughlin, “las leyes f´ısicas que conocemos tienen or´ıgenes
colectivos”. Eventos tan comunes como el color y la friccio´n, se conside-
ran ejemplos de feno´menos emergentes en F´ısica. Las part´ıculas elementales
(protones, electrones), no exhiben tales propiedades, pues las fuerzas entre
part´ıculas son conservativas. Estas propiedades surgen al interactuar dichas
part´ıculas con otras de su tipo. La friccio´n y el color emergen al estudiar es-
tructuras ma´s complejas cuyas superficies son capaces de absorber o liberar
energ´ıa. Ejemplos similares son la viscosidad, elasticidad, magnetizacio´n y la
superfluidez [27].
Robert Batterman estudia la emergencia en el contexto de la F´ısica [28],
y desde esta perspectiva observa como los feno´menos emergentes resultan
algo comu´n en nuestra experiencia diaria. Para Batterman, la cuestio´n fun-
damental de la emergencia no consiste en la causalidad descendente ni en la
diferencia entre las propiedades que emergen, sino en la reduccio´n interteo´ri-
ca (en espec´ıfico el poder explicativo de teor´ıas y sus l´ımites). De acuerdo
con este enfoque, en un Sistema Complejo una propiedad es emergente si
no puede deducirse de teor´ıas inferiores ma´s elementales. Para ilustrar esto,
Batterman menciona las transiciones de fase y materiales magne´ticos, de un
estado ferromagne´tico a uno paramagne´tico, estos son feno´menos que exhiben
un comportamiento nuevo.
En los u´ltimos an˜os, algunos autores han recomendado comprender la
electrodina´mica desde un punto de vista emergente [7]. Se enfocan sobre las
caracter´ısticas gene´ricas de los modelos que probablemente son compartidas
por cualquier modelo emergente de la electrodina´mica. Tambie´n intentan
transmitir el poder contenido en las construcciones emergentes: componentes
e interacciones elementales muy simples pueden conducir a una enorme y rica
fenomenolog´ıa, segu´n lo descrito por la teor´ıa efectiva. Los puntos de vista
emergentes analizados en [7], implican que las propiedades de baja energ´ıa
eventualmente se rompera´n en alguna escala de alta energ´ıa, por ejemplo,
la invariancia de Lorentz. Es decir, demuestran que la descripcio´n de baja
energ´ıa del sistema contiene caracter´ısticas que no esta´n incluidas en la teor´ıa
original, como la nocio´n de carga ele´ctrica y quiralidad. Adema´s, uno de los
problemas que enfrentan las teor´ıas emergentes de los campos relativistas es
comprender co´mo las simetr´ıas de Gauge pueden aparecer en sistemas que
no contienen rastros de estas simetr´ıas en un nivel ma´s fundamental [29].
La perspectiva emergente es capaz de proporcionar explicaciones tenta-
doras de principios de F´ısica sin basarse en los detalles de la teor´ıa de alta
energ´ıa. En la bu´squeda para una mejor comprensio´n de la naturaleza, un
punto de vista emergente es un complemento u´til e incluso necesario, pa-
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ra un ana´lisis basado en principios fundamentales [5]. Actualmente estamos
acostumbrados al hecho de que los grados de libertad de un sistema de ba-
ja energ´ıa pueden diferir completamente de los de sus componentes de alta
energ´ıa. Este feno´meno ahora es conocido como emergencia y fue formulado
ma´s claramente en el manifiesto de Anderson titulado “More is Different” [6].
La cuantificacio´n de la gravedad sigue siendo uno de los problemas ma´s
importantes a ser resueltos en F´ısica Teo´rica. El hecho de que el enfoque de
cuantificacio´n esta´ndar no funciona, sugiere que la naturaleza de la gravedad
no es la misma que las otras fuerzas. Uno de los enfoques es no asumir la
gravedad como una fuerza fundamental, sino como un feno´meno emergente.
Recientemente, la idea de la gravedad como un feno´meno “emergente” ha ga-
nado popularidad [30]. La gravedad, y quiza´s el espacio o el espacio-tiempo en
s´ı mismos, son manifestaciones colectivas de grados de libertad subyacentes
muy diferentes [8].
Desde el punto de vista de materiales complejos y descripcio´n biani-
sotro´pica de materiales electromagne´ticos, el ejemplo obvio de medios con
propiedades emergentes es la clase de materiales quirales. En los medios
quirales, el cara´cter geome´trico de la estructura interna causa efectos ma-
crosco´picos que son observados, como es la rotacio´n de la polarizacio´n del
plano del campo de propagacio´n. La polarizacio´n mejorada es otro ejemplo
de “comportamiento emergente” [9].
Una explicacio´n de la emergencia del electromagnetismo de Maxwell en
una clase de sistemas magne´ticos conocidos como imanes altamente frustra-
dos, puede ser encontrada en [31], adema´s se muestra co´mo surge la F´ısica
maxwelliana geome´tricamente frustrada, en particular, sistemas de materia
condensada. Algunos ejemplos ilustran que se comporta como el electromag-
netismo convencional y puede parecer ma´s rico, como en el caso del surgi-
miento de monopolos magne´ticos libremente mo´viles a partir de la fraccio-
nalizacio´n de los momentos de rotacio´n, que adema´s de su carga magne´tica,
llevan una carga emergente del medidor de Coulomb.
El hecho de que la ecuacio´n de continuidad emerge de las ecuaciones de
Maxwell, es un resultado fundamental de la electrodina´mica, y es crucial para
la teor´ıa, porque significa que la carga ele´ctrica se conserva localmente [32].
4.1 Algunas propiedades emergentes del sistema de
Maxwell
Lo que se entiende por emergencia es posible considerarlo de distintos modos,
y su construccio´n desde el punto de vista teo´rico, resulta un novedoso campo
para la obtencio´n de respuestas y explicaciones [33]. Los feno´menos electro-
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magne´ticos se describen con la ayuda de las funciones E (campo ele´ctrico) y
B (induccio´n magne´tica) definidas en R3~x ×Rt con valores vectoriales en R3.
E y B esta´n vinculadas con las funciones j y ρ tambie´n definidas en R3~x×Rt
(con la densidad de corriente j(~x, t) ∈ R3 y densidad de carga ρ(~x, t) ∈ R)
por las ecuaciones de Maxwell [10]:
rot B = µε
∂E
∂t
+ µj, (Ley de Ampere), (4.1)
rot E = −∂B
∂t
, (Ley de Faraday), (4.2)
div E =
ρ
ε
, (Ley ele´ctrica de Gauss), (4.3)
div B = 0, (Ley magne´tica de Gauss), (4.4)
donde ε y µ representan la permitividad y permeabilidad absolutas del medio,
respectivamente.
4.1.1 Condicio´n de Lorentz como propiedad emergente del siste-
ma de Maxwell
En muchos problemas sobre las ecuaciones de Maxwell microsco´picas, se usa,
en lugar de las funciones E y B, las dos funciones:
(~x, t)→ A(~x, t) ∈ R3, (Potencial vectorial), (4.5)
(~x, t)→ V (~x, t) ∈ R, (Potencial escalar), (4.6)
que esta´n relacionadas con E y B porB = rot A,E = −gradV − ∂A
∂t
.
(4.7)
Sustituyendo en el sistema (4.1-4.4), obtenemos el siguiente sistema lineal no
homoge´neo: 
1
c2
∂2A
∂t2
−∆A + grad
(
div A +
1
c2
∂V
∂t
)
= µj,
−∆V − ∂
∂t
div A =
ρ
ε
.
(4.8)
Aqu´ı y en adelante c =
1√
µε
.
Observemos que las funciones A y V no esta´n definidas de manera u´nica por
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(4.7) a partir de E y B: si A y V satisfacen (4.7), entonces para cualquier
funcio´n arbitraria u de ~x y t, A
′
y V
′
definidos por:
A
′
= A + gradu,
V
′
= V − ∂u
∂t
,
(4.9)
tambie´n satisfacen (4.7).
La transformacio´n dada por (4.9) es llamada una transformacio´n Gauge [34],
y al utilizarla obtenemos
div A
′
+
1
c2
∂V
′
∂t
= div A +
1
c2
∂V
∂t
+ ∆u− 1
c2
∂2u
∂t2
. (4.10)
Tomando por u una solucio´n de la ecuacio´n
∆u− 1
c2
∂2u
∂t2
= −
(
div A +
1
c2
∂V
∂t
)
, (4.11)
(donde A y V son conocidas), as´ı vemos que es posible seleccionar un par
(AL, VL) tal que
div AL +
1
c2
∂VL
∂t
= 0. (4.12)
Esta relacio´n es llamada la condicio´n de Lorentz [35, 36], y haciendo uso de
esta se puede reescribir (4.8) como:
1
c2
∂2AL
∂t2
−∆AL = µj,
1
c2
∂2VL
∂t2
−∆VL = ρ
ε
.
(4.13)
Note que (4.10) y (4.13) no determinan un u´nico par (AL, VL) cuando j y ρ
son conocidas.
En [37], se introduce la nocio´n de complejidad mode´lico parame´trica, y
basa´ndose en e´sta, realizan una novedosa definicio´n cuantitativa de propiedad
emergente. Adema´s, para otorgar sentido a tal definicio´n, se abordan distintas
maneras de explicar los estados finales del sistema. Siguiendo [37], en la
Figura 3 se representa la condicio´n de Lorentz como propiedad emergente
de las ecuaciones de Maxwell. Se considera el paso entre las ecuaciones de
Maxwell y la condicio´n de Lorentz, lo que puede ser representado en dos
niveles.
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Figura 3: Condicio´n de Lorentz y niveles de descripcio´n.
Fuente: Elaboracio´n propia
Inicialmente, en el nivel inferior se encuentran las ecuaciones de Max-
well, luego utilizando las relaciones de los campos electromagne´ticos con los
campos potencial y escalar, obtenemos el sistema lineal no homoge´neo que
aparece en el nivel inferior derecho. Para el paso al nivel superior es nece-
sario agregar las transformaciones Gauge como informacio´n adicional, y del
sistema lineal no homoge´neo se deduce la condicio´n de Lorentz, lo que la
convierte en una propiedad emergente de las ecuaciones de Maxwell en un
nivel superior [37]. Por otro lado, haciendo uso de la condicio´n de Lorentz,
al modificar las condiciones del sistema notamos que en el nivel superior su
estado queda representado a trave´s de ecuaciones de ondas que involucran
los potenciales.
En el caso de soluciones monocroma´ticas (armo´nicas en el tiempo) del
sistema de Maxwell, consideremos las expresiones tiempo-armo´nicas de los
campos {
B(~x, t) = ~B(~x)eiωt,
E(~x, t) = ~E(~x)eiωt.
(4.14)
De manera ana´loga, consideremos las expresiones tiempo-armo´nicas de los
potenciales escalar y vectorial, y usando dichas expresiones obtenemos de
(4.7) las ecuaciones {
~B(~x) = rot ~A(~x),
~E(~x) = −gradV (~x)− iω ~A(~x).
(4.15)
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Escribamos estas relaciones en el lenguaje de los cuaternios. As´ı, interpreta-
mos los potenciales escalar y vectorial como un paravector especial ~F (~x) =
iV (~x) + ~A(~x) y el campo ele´ctrico y la induccio´n magne´tica como la funcio´n
cuaternio´nica ~U(~x) = −i ~E(~x) + ~B(~x) y escribimos
~U(~x) = (D − iω) ~F (~x). (4.16)
Considerando adema´s las expresiones tiempo-armo´nicas de la densidad de
corriente y densidad de carga, las ecuaciones (4.13) para el potencial escalar
y vectorial son transformadas en(
∆ + κ2
)
~F (~x) = ~R(~x), (4.17)
para κ =
ω
c
y ~R(~x) =
(
−iρ(~x)
ε
,−µ~j(~x)
)
.
En te´rminos del operador de Dirac, (4.17) es equivalente a
(D + κ) (D − κ) ~F (~x) = −~R(~x). (4.18)
En conclusio´n, la condicio´n de Lorentz permite obtener una representacio´n
del sistema de Maxwell tiempo armo´nico en el contexto cuaternio´nico, pero
utilizando los potenciales escalar y vectorial [38].
4.1.2 Ecuaciones de ondas como propiedad emergente del sistema
de Maxwell
En el caso de un medio simple no conductor con ausencia de fuentes, las
ecuaciones (4.1-4.4) se escriben como:
rot B = µε
∂E
∂t
, (4.19)
rot E = −∂B
∂t
, (4.20)
div E = 0, (4.21)
div B = 0. (4.22)
Tomando como base el sistema anterior, podemos obtener las ecuaciones de
ondas [10], para ello el operador rotacional es aplicado en ambos lados de las
ecuaciones (4.19) y (4.20), y se obtiene
grad(div B)−∆B = µε ∂
∂t
[rot E],
grad(div E)−∆E = − ∂
∂t
[rot B].
(4.23)
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De acuerdo con las ecuaciones (4.21) y (4.22) la divergencia de E y B es
cero, y sustituyendo las ecuaciones (4.19) y (4.20) en (4.23), obtenemos las
ecuaciones de ondas para los campos ele´ctrico y magne´tico.
∆E− 1
c2
∂2
∂t2
[E] = 0,
∆B− 1
c2
∂2
∂t2
[B] = 0,
(4.24)
donde c denota la velocidad de propagacio´n de las ondas.
Los campos E y B dependen de la posicio´n y el tiempo, en el caso tiempo-
armo´nico (teniendo una solucio´n temporal eiωt con una frecuencia de oscila-
ciones ω), de la ecuacio´n (4.24) obtenemos la ecuacio´n vectorial de Helmholtz{
∆ ~E + κ2 ~E = 0,
∆ ~B + κ2 ~B = 0,
(4.25)
donde κ es el nu´mero de onda.
La ecuacio´n de Helmholtz esta´ estrechamente relacionada con el sistema
de Maxwell (para campos armo´nicos en el tiempo). Las soluciones de la ecua-
cio´n de Helmholtz se utilizan para generar soluciones del sistema de Maxwell
(potenciales de Hertz), y cada componente del campo ele´ctrico y magne´ti-
co satisface una ecuacio´n de tipo Helmholtz. Por tanto, un procedimiento
usual en el tratamiento del sistema de ecuaciones de Maxwell ha consistido
en reducirlo a una ecuacio´n equivalente de tipo Helmholtz [39].
En la Figura 4 se representan las ecuaciones de ondas como propiedad
emergente de las ecuaciones de Maxwell. En este caso, se considera el paso
de las ecuaciones de Maxwell (estado inferior izquierdo) a las ecuaciones de
Maxwell monocroma´ticas (estado inferior derecho), lo que igualmente puede
ser estudiado en dos niveles [37].
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Figura 4: Ecuaciones de ondas y niveles de descripcio´n.
Fuente: Elaboracio´n propia
Inicialmente, en el nivel inferior el sistema se encuentra en el estado e1
(ecuaciones de Maxwell), en tanto que para la presentacio´n en el nivel su-
perior se le designa el estado E1 (ecuaciones de ondas). Como no es posible
predecir E1 a partir de e1, y para explicar el primero se hace necesario adi-
cionar informacio´n a la teor´ıa que representa el sistema en el nivel inferior,
entonces se dice que E1 es un estado o propiedad emergente. De ah´ı que las
flechas hacia arriba indican emergencia. De igual forma, si al modificar el
escenario que se encuentra el sistema observamos que sus caracter´ısticas (o
estado) cambian en el nivel superior de E1 a E2 (ecuaciones de Helmholtz),
aunque la teor´ıa que tenemos en el nivel superior no posibilita explicar el
cambio y se hace necesario adicionar informacio´n para poder explicar E2, ese
cambio o paso tambie´n se identifica como una emergencia. Dicho cambio o
paso en el nivel superior se representa en la Figura 4 con la flecha rayada [37].
Las ecuaciones de Helmholtz (4.25) motivaron la introduccio´n del ope-
rador de Helmholtz ∆ + κ2I antes mencionado, y que puede ser factorizado
como (2.2), utilizando el operador de Dirac desplazado Dκ.
Siguiendo las ideas de [40], la relacio´n mostrada en la ecuacio´n (2.1) permi-
te obtener una reformulacio´n cuaternio´nica del sistema de Maxwell tiempo
armo´nico en R3. Dicha equivalencia provee una estructura algebraica ma´s
simple del sistema de Maxwell en la forma{
D−α0 [~ϑ] = div~j + α0~j,
Dα0 [~η] = −div~j + α0~j,
(4.26)
donde ~ϑ = −iωε ~E + α0 ~H, ~η = iωε ~E + α0 ~H son funciones puramente vecto-
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riales H(C)-valuadas (campos de Beltrami) y el nu´mero de onda α0 = ω
√
εµ
es seleccionado tal que Imα0 ≥ 0. Es interesante hacer notar que √εµ consti-
tuye el inverso de la velocidad de propagacio´n de las ondas electromagne´ticas
en el medio.
Resumiendo, los dos me´todos o equivalencias anteriores son representados
en la Figura 5 por un modelo lineal con dos ramas, cada una de las cuales es
una reformulacio´n del sistema de ecuaciones de Maxwell tiempo armo´nico,
pero utilizando diferentes propiedades emergentes. La rama de la derecha
muestra el camino por el que se obtiene una reescritura de las ecuaciones
de Maxwell a trave´s de una ecuacio´n de Helmholtz y en te´rminos de poten-
ciales [38]. En esta rama se puede apreciar como interviene la condicio´n de
Lorentz como propiedad emergente para obtener dicha reformulacio´n. Por
su parte, la rama de la izquierda ilustra el camino para obtener una refor-
mulacio´n en te´rminos de funciones cuaternio´nicas complejas [40]. En dicha
deduccio´n intervienen las ecuaciones de ondas como propiedad emergente,
que en el caso tiempo-armo´nico se convierten en ecuaciones tipo Helmholtz.
Estas motivaron la introduccio´n del operador de Helmholtz, que puede ser
factorizado por el operador de Dirac desplazado.
Figura 5: Modelo lineal: reformulaciones del sistema Maxwell.
Fuente: Elaboracio´n propia
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5 Conclusiones
En este art´ıculo se estudiaron propiedades emergentes en el electromagnetis-
mo, en particular, la condicio´n de Lorentz y las ecuaciones de ondas electro-
magne´ticas. Adema´s, haciendo uso del Ana´lisis Cuaternio´nico y de las relacio-
nes entre los campos electromagne´ticos y los potenciales escalar y vectorial,
se muestra la aplicacio´n e importancia de estas propiedades que emergen en
el Sistema de Ecuaciones de Maxwell.
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